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Uvod

Pri odhadovani hodnoty integralu pomocou met6dy Monte Carlo vygenerujeme
N bodov z defini¢ného oboru (resp. z intervalu, na ktorom integrujeme) a odhad
vypocitame ako priemer z funkénych hodnét v tychto bodoch. Quasi-Monte
Carlo sa zaobera otézkou ako zvolit tieto body.

Nahodny vyber vzoriek je vyhodny hlavne z pohladu téorie (dokazovanie
nestrannosti estimatoru). V praxi ma v8ak tendenciu vytvarat zhluky vzoriek,
resp. nepokryté oblasti. Ak sa teda stane, Ze funkcia ma vyrazny prispevok
prave v nejakej nepokrytej oblasti, bude vysledny odhad nepresny.

Druhou moZnostou je pouZit vzorky, ktoré st deterministicky generované
podla urcitého predpisu. Nakol'ko neplati predpoklad nédhodnosti vzoriek, je
potrebné upravit tedriu okolo estimétora. V praxi v8ak ma tento pristup dobré
vysledky, prave vdaka tomu, Ze rovnomernejsie pokryva pozadovany interval.

Diskrepancia

Majme s-dimenzionalnu “tehlu”, ktoré je definovana pomocou charakteristickej
funkcie:
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Objem taktko definovanej tehly mézeme jednoducho spoéitat pomocou hrani¢nych
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Standardn;’rm Monte Carlo estimatorom odhadneme objem tehly nasledovne:
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m(A) - poCet vzoriek, ktoré sa nachadzaja vo vnutri tehly
N - pocet vsetkych vygenerovanych vzoriek



Nagim cielom je, aby odhad % bol ¢o najblizsie k skuto¢nému objemu

tehly V(A). To zavisi od toho, ako rovnomerne st vzorky rozmiestnené. Ak
by vznikol zhluk vzoriek vo vnutri tehly, odhadnuty objem by bol prili§ vysoky.
Naopak pri zhluku mimo tehlu bude odhad nizky.

Diskrepancia bude veli¢ina charakterizujaca kvalitu postupnosti vzoriek v
zmysle ich rovnomerného rozmiestnenia:
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Suprémum prebieha cez viekty mozné tehly A. Je to teda maximalna mozné
chyba MC odhadu. Cim je hodnota diskrepancie mensia, tym je postupnost
vzoriek rozloZzena rovnomernejs$ie. Nutnou podmienkou pre postupnost vzoriek
jee D* — 0 pre N — o0, inak je tato postupnost tplne nezmyselna pre
akykol'vek odhad.

Vyznam tejto veli¢iny ukazuje Koksma-Hlawka nerovnost, ktora obmedzuje
chybu odhadu pomocou variacie funkcie a diskrepancie postupnosti vzoriek:
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Koksma-Hlawka nerovnost plati iba pre funkcie s kone¢nou variaciou. QMC
pristup funguje aj pre funkcie s nekoneénou variaciou, ale uvedena nerovnost sa
nedé pouzit pre obmedzenie chyby odhadu.

Variacia funkcie je veli¢ina, ktord hovori, “ako velmi sa funkcia meni”. V
Koksma-Hlawka nerovnosti sa pouziva Hardy-Krauseova varidcia:
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Konstrukcia postupnosti
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Jednoduchym ale pomalym algoritmom, ktory generuje rovnomerne rozmiest-
nené vzorky je Lloyd relaxation. Algoritmus najprv vygeneruje ndhodné vzorky,
na ktorych opakuje nasledujtuce kroky:

1. zostavime Voronoi diagram
2. spocitame taziskd buniek diagramu
3. presunieme vzorky do prislusnych tazisk

Vysledkom st vzorky, ktoré st rozmiestnené relativne rovnomerne, ale stile
néhodne. Nevyhodou je rychlost a tiez nutnost poznat pocet vzoriek dopredu.

Castym pristupom je snaha dosiahnut Poissonove diskové rozdelenie, ktoré
spliia vlastnost, Ze ziadne dve vzorky nie st blizsie ako dana vzdialenost d.
Naivny algoritmus generuje vzorky a pre kazdua testuje, ¢i sa nachadza dosta-
to¢ne d'aleko od uz vygenerovanych vzoriek. Ak ano tak ju prijme, ak nie tak



ju zamietne. Pokrac¢uje, az kym nevygeneruje pozadovany pocet vzoriek. S
pribudajicim po¢tom prijatych vzoriek, je vSak ¢oraz menej pravdepodobné, Ze
nadhodné vzorka bude prijatd. Algoritmus je teda opét znacne pomaly.

Algoritmus “najlepSieho kandidata” aproximuje diskové rozdelenie, tak Ze
generuje postupne sa zahustujicu Poissonovskt postupnost vzoriek. Prvi vzorku
vyberieme nahodne. Pre ziskanie vzorky k + 1 vygenerujeme k - g vzoriek, z
ktorych vzberieme ta ktora sa od doteraz prijatych nachadza najdalej. Pa-
rameter g urcuje kvalitu vzoriek (¢im viac bude kandidatov, tym vacsia bude
pravdepodobnost, Ze najlepsi je dostato¢ne daleko).

Van der Corputova postupnost

Van der Corputova postupnost je zobrazenie, ktoré kazdému prirodzenému ¢islu
priradi racionélne ¢islo z intervalu [0,1):
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Toto zobrazenie “vezme” zapis ¢isla i v sustave so zakladom b, otodi poradie
cifier a pripiSe na zaciatok desatinnu ¢iarku. Na priklade so zdkladom b = 2
vidime, Ze vygenrované hodnoty (0.5,0.25,0.75,0.125,...) postupne uniformne
zahustuju interval [0, 1).

Pri rozsireni do viacerych dimenzii je potrebné davat pozor, aby siradnice
neboli navzajom korelované.

Haltonova postupnost
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vyuziva pre kazdu stradnicu van der Corputovu postupnost s prvociselnym zak-
ladom. PouZitie roznych prvocisel zaruc¢i nekorelovanost sturadnic.
Hammersleyho postupnost
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je Haltonova postupnost, so zmenenym predpisom pre prva saradnicu. Tito
postupnost moéZeme pouzit v pripade, Ze dopredu vieme pocet vzoriek, ktory
budeme generovat (n).

Poznamky na zaver

Pri pouziti QMC je dolezité zabranit vzniku korel4cii, ktoré moze vzniknut, ak sa
rovnaké postupnost pouzije na dvoch miestach. Tento fakt sa napriklad prejavi



pri pouziti rovnakej postupnosti pre kazdy pixel v path-tracery. Vysledok je
z hladiska ¢iselnej chyby rovnako dobry ako pri pouziti inych postupnosti, ale
opticky vyzerd ovela horSie, pretoZe pixely st navzajom korelované.

Pri pouziti pravidelnej mriezky rastie o¢akévané chyba exponencialne s po¢-
tom dimenzii. Pri path-tracingu je pocet dimenzii nekone¢ny, preto aj chyba
bude nekonecéna.



